
Endomorphismes semi-simples

Théorème
f ∈ L (E) est semi-simple si et seulement si πf est sans facteur carré.

DÉMONSTRATION
Soit f ∈ L (E). On écrit la décomposition en facteurs irréductibles de son poly-
nôme minimal dans K[X] :

πf =
r∏
i=1

Mαi
i .

Étape 1 Pour tout sev F stable, F =
r⊕
i=1

[
kerMαi

i (f) ∩ F
]
.

Bien sûr on a l’inclusion
r⊕
i=1

[
kerMαi

i (f) ∩ F
]
⊂ F .

D’après le lemme des noyaux, on a E =
r⊕
i=1

kerMαi
i (f).

On note ρi la projection sur kerMαi
i parallèlement à

⊕
j 6=i

kerM
αj

j . On sait que

ρi est un polynôme en f .

Comme ρi est un polynôme en f et F est f -stable, ρi(F ) ⊂ F .
Plus précisément, ρi(F ) ⊂ kerMαi

i (f) ∩ F .
Comme Id = ρ1 + · · ·+ ρr, on a

F =
r⊕
i=1

ρi(F ) ⊂
r⊕
i=1

[
kerMαi

i (f) ∩ F
]
.
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Étape 2 Montrer que si πf est irréductible alors f est semi-simple.

Soit F un sous-espace f -stable.
Si F = E alors {0} est un supplémentaire f -stable.

On suppose F 6= E. Il existe x1 ∈ E − F .
On pose

Ex1 =
{
P (f)(x), P ∈ K[X]

}
.

qui est un sous-espace f -stable de E.

On pose
Ix1 =

{
P ∈ K[X]

/
P (f)(x1) = 0

}
qui est un idéal non nul (car πf en est un élément)de l’anneau principal K[X].

Par principalité, il existe πx1 ∈ K[X] tel que Ix1 = (πx1). En particulier,
πx1 divise πf . Par irréductibilité, on conclut

πx1 = πf qui est donc irréductible.

Soit y ∈ F ∩ Ex1 tel que y 6= 0.
Il existe P ∈ K[X] tel que y = P (f)(x1). Comme y 6= 0, P /∈ Ix1 soit πx1 ne
divise pas P .
Par irréductibilité de πx1 , on en déduit que πx1 et P sont premiers entre eux.
Donc par identité de Bézout, il existe U, V ∈ K[X] tels que

UP + V πx1 = 1.

D’où
U(f) ◦ P (f)(x1) = x1.

Comme y ∈ F , par f -stabilité de F , x1 = U(f)(y) ∈ F . Absurde.

Donc F ∩ Ex1 = {0} ce qui implique que F et Ex1 sont en somme directe.

Si E = F ⊕Ex1 alors c’est suffisant. Sinon on choisit x2 ∈ E −
(
F ⊕Ex1

)
et

on procède par récurrence (on peut puisque E est de dimension finie).
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Étape 3 Montrer que f est semi-simple⇒ πf n’a pas de facteur carré.

On suppose que f semi-simple et qu’il existe un facteur carré dans la décom-
position en facteurs irréductibles de πf , c’est-à-dire qu’il existe M,N ∈ K[X]
tels que

πf =M2N.

On pose F = kerMN(f).
Comme F est f -stable, par hypothèse, il existe un supplémentaire G de F qui
est f -stable.

Par définition ∀x ∈ F, MN(f)(x) = 0.

Soit x ∈ G.
Comme G est f -stable, MN(f)(x) ∈ G.
CommeM(f)◦MN(f)(x) = πf (f)(x) = 0 et kerM(f) ⊂ kerMN(f) = F ,
on a MN(f)(x) ∈ F .
Donc MN(f)(x) ∈ F ∩G = {0}.

Ainsi MN est un polynôme annulateur de f de degré strictement inférieur
à πf . contradiction.

Étape 4 Montrer que πf n’a pas de facteur carré⇒ f est semi-simple.

Soit F un sous-espace f -stable de E.
D’après les hypothèses, le polynôme minimal de f s’écrit

πf =
r∏
i=1

Mi.

Pour tout i ∈ [[1; r]], on pose Fi = kerMi(f).

D’après la première étape, on a

F =
r⊕
i=1

[Fi ∩ F ].

Comme les Fi sont stables par f , on peut définir les restrictions fi à Fi.
Comme Mi(fi) = 0, par irréductibilité, Mi est le polynôme annulateur de fi.
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Alors d’après la deuxième étape, fi est semi-simple. Donc F ∩ Fi admet un
supplémentaire Gi f -stable dans Fi.

Donc G =
r⊕
i=1

Gi est un sous-espace f -stable supplémentaire de F . �

20-sided dice 4 2020-2021


